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アルキメデスの平面充填形を構成する辺の特性を用いた新たな平面充填形の生成方法に関する研究

Ⅰ．はじめに

幾何学図形等の繰り返しで平面を構成する文
様パターンは，古来より世界の生活文化に根付
いており，たとえば日本においては和柄文様，
国外においてはイスラム建築などの装飾として
用いられてきた（図 1 ）。これらの多くの文様

パターンは，単純な図式に置き換えることで数
学的に証明されている数種の平面充填形として
表すことができる。

平面充填とは，一定数の幾何学図形を繰り返
し用いて隙間なく二次元平面を敷き詰める操作
のことである。 1 種類の正多角形による平面充
填は，正三角形，正方形（正四角形），正六角
形の 3 種類のみが可能であり，各正多角形の内
角で360度を割り切れる時のみ平面充填が成立
する。これらは正充填形と呼ばれる。

1 種類の任意の三角形，四角形，平行六辺形
を用いても平面充填が可能であるが， 1 種類の
五角形を用いた場合は，15種の特定条件の五角
形による平面充填しか発見されておらず，それ
以上存在しないことが主張されている 3 ）（図 2 ）。
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図 1　�左：和柄文様（「あさのは」と「かごめ」）1 ）�

右：イスラム寺院のジリパターンの例 2 ）
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これらは全て凸多角形という条件の場合であ
るが，凹多角形や，画家モウリッツ・エッシャ
ーが用いた「平面の正則分割」5 ）等を用いるこ
とでも平面充填が可能となることは知られてお
り，条件を緩和することで， 1 種類の図形であ
っても正則分割のルール内であれば際限なく平
面充填形を創作することができる。

2 種類以上の正多角形から生成される平面充
填形においては，数多くのパターンが生成可能
であるが，各頂点に集まる多角形の数と順番が
一定という条件下では， 8 種類のパターンのみ
が証明されており，「アルキメデスの平面充填形」

（図 3 ）と呼ばれる。この中の 7 種類の平面充
填形の特徴・成立過程について斉藤ら6 ）は，一
松 7 ）による「切隅」「面離」「二重切り」「捩り
切り」の操作を用いた説明を補足し，正充填形
を徐々に変化させることで詳しく解説している。

2 種類以上の任意の多角形や図形を用いる場
合は，周期的に重ならないように多角形または
図形を配置し，その隙間を埋めような多角形ま
たは図形を新たに作り出すことで，無限に平面
充填形を作り出すことができる。

その他の特徴的な平面充填形としては，ロジ
ャー・ペンローズが発見した 2 種類の菱形図形
を用いた非周期的な平面充填－ペンローズタイ
ルが有名であるが，500年以上前の中世イスラ
ム建築のタイルパターンの中に既に存在したこ
とが後に判明した 8 ）。

このように平面充填は，ある程度の制約や規
則性の下で様々なパターンが提示されている。

本研究では，これらの平面充填を形成する面
同士の結合ではなく，面を形作る辺の集合を図
形（以下，線分合図形と呼ぶ）として扱うこと
で，新たな平面充填形の生成を試みる。対象は
正充填形およびアルキメデスの平面充填形に限
定し考察する。線分合図形は，平面充填を構成
する図形の各辺の中点を切断することで切り取
られる放射状の線分の集合を指す。

Ⅱ．線分合図形の抽出と平面充填形の再構成

1 ．正充填形からの線分合図形の抽出
正三角形，正方形，正六角形をシュレーフリ

記号を用いて表すと，それぞれ（3, 6）（4, 4）（6， 3）

図 2　�平面充填可能な凸五角形の基本単位ユニット
15種類 4 ）

図 3　アルキメデスの平面充填形 7 ）
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となり，各頂点に接続する線分合図形を抜き出
すと図 4 のようになる。これら線分の頂点を結
ぶと，正三角形と正六角形の場合は，アルキメ
デスの平面充填形の 1 つとなる。正方形の場合
は45度回転した平面充填形へと変化する（図 5 ）。

正充填形の場合，各線分が一直線になるよう
に線分合図形を無作為に並べ直しても，線分合
図形自体が回転対称であるため，生成される平
面充填形は元の状態から変化することはなく，
これらの線分合図形から新しいパターンは生成
されないことがわかる。

2 ．アルキメデスの平面充填形からの線分合図
形の抽出
図 3 に図示した 8 種類のアルキメデスの平面

充填形を，一松はシュレーフリ記号とは区別し
て， 1 つの頂点に集まる正多角形の種類と数量
を順番に並べて角括弧を使い表している 7 ）。例
えば，図 6 の平面充填形の場合は，［3, 3, 3, 4, 4］
と表され， 1 つの頂点の周りに正三角形が 3 つ，
正方形が 2 つ並んでいることを示している。こ
れは，抽出した線分合図形を構成する線分が，
それぞれの図形の内角である60°，60°，60°，90°，

90°の角度で配されていることを指している。
各図形から抽出された線分合図形は以下の 8

種類となる（図 6 ～図13）。判別しやすくする
ために線分を太線とし，基本単位の 1 つを白抜

図 4　�正充填形から抽出した線分合図形
（白抜きの図形部分）

図 5　�図 4 の線分合図形の頂点を結ぶことで現れる
平面充填形

図 6　左：T［3, 3, 3, 4, 4］／ 右：S［3, 3, 3, 4, 4］

図 7　左：T［3, 3, 4, 3, 4］／ 右：S［3, 3, 4, 3, 4］

図 8　左：T［3, 6, 3, 6］／ 右：S［3, 6, 3, 6］

図 9　左：T［3, 4, 6, 4］／ 右：S［3, 4, 6, 4］

図10　左：T［3, 3, 3, 3, 6］／ 右：S［3, 3, 3, 3, 6］
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き図形としている。平面充填形はT，線分合図
形はSを角括弧の前に付け，区別して表す。

3 ．線分合図形による平面充填形の再構成
図 6 のS［3, 3, 3, 4, 4］，図 7 のS［3, 3, 4, 3, 4］，

図11のS［4, 8, 8］を構成する線分が一直線上に
接合し平面充填形が生成されるパターンは，元
図T［3, 3, 3, 4, 4］，T［3, 3, 4, 3, 4］，T［4, 8, 8］
のみである。図 8 のS［3, 6, 3, 6］は，元図T［3, 
6, 3, 6］以外に，並進移動により接合させるこ
とで菱形で充填された図14を生成する。図 9 の
S［3, 4, 6, 4］ は， 元図 T［3, 4, 6, 4］ 以外に，
90度回転により接合させることで正方形と菱形
で充填された図15を生成する。図10のS［3, 3, 
3, 3, 6］は，並進と180度回転により接合させる
ことで正三角形と菱形で列状に充填された図16
を生成する。さらに組合せ方に制限こそあるが，
図17のような正三角形と菱形，正六角形を含む

図11　左：T［4, 8, 8］／ 右：S［4, 8, 8］

図12　左：T［3, 12, 12］／ 右：S［3, 12, 12］

図13　左：T［4, 6, 12］／ 右：S［4, 6, 12］

図17　�S［3, 3, 3, 3, 6］から新たに生成した非周期の
平面充填形

図16　S［3, 3, 3, 3, 6］から新たに生成した平面充填形

図18　S［3, 12, 12］から新たに生成した平面充填形

図14　S［3, 6, 3, 6］から新たに生成した平面充填形

図15　S［3, 4, 6, 4］から新たに生成した平面充填形
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非周期パターンの模様を生成することもできる。
図12のS［3, 12, 12］は，元図T［3, 12, 12］以
外に，元図の接合を一部変化させることで正三
角形と正十二角形以外に平行六辺形を含んだ図
18を生成する。

4 ．線分合図形S［4, 6, 12］よる平面充填形の
再構成
図13のS［4, 6, 12］は他の線分合図形と異な

り同じ正多角形に囲まれておらず，唯一線対象
図形ではない。 3 つの線分のそれぞれの角度が
90°，120°，150°となっており，元図T［4, 6, 12］
には鏡像の線分合図形も含まれている。この線
分合図形を用いて作られる閉じた凸多角形は，
元図［4, 6, 12］に含まれる 3 つの多角形も含め
て11種類存在することを確認した（図19）。そ
してこれらの一部の多角形を組み合わせること
で，平面充填図形を生成できることも確認でき
た。（図20）他の組合せ方についても検証を続
けている。

線分合図形内の 1 本の線分を余らせてもよい
という条件下であれば，かなり多くの接合パタ
ーンを生成することも可能となってくるが，現
時点で未検証の部分が多いため，本論では言及
しない。

Ⅲ．今後の展望

アルキメデスの平面充填形に含まれる正六角
形や正十二角形は，正三角形の集合でもあるた
め，これらは正三角形または正方形のみによっ
て構成されているとも言える（ただし，正六角
形や正十二角形を正三角形で分割した場合は，
頂点に集まる正多角形の種類と数量が同一とな
らない。）S［4, 6, 12］以外の 7 種の線分合図
形で新たに生成した平面充填形も，同じく正三
角形と正方形に分割することができるため，本
論において新たな平面充填の可能性を提示でき
ているわけではない。しかし，S［4, 6, 12］か
ら生成した11種類の多角形のうち， 4 つの多角
形は正三角形，正方形だけでは成立せず，内角

図19　�S［3, 12, 12］を組み合わせて生成した11種類
の多角形

図20　�S［3, 12, 12］から生成した 2 種類の六角形に
よる平面充填形
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が30°，120°，30°，120°の菱形が必要となる（図
21）。11種類の多角形内の分割方法は複数存在
しているため，これらの双対の図形を調べるこ
とで，特殊な図形を発見する手立てとなること
が期待できる。

図21　�図19の多角形で内部に正三角形，正方形，
菱形が含まれるもの

本論では，辺長が全て等しく，構成する内角
の数量を限定した条件の多角形においても，平
面充填が可能なことを示すことができた。

特に，S［4, 6, 12］の線分合図形を用いた平
面充填形は，組合せ方を工夫することで新たな
形を生み出すことができるため，パズルなどの
プロダクト製品への応用も期待できる。現在，
パズルやそれ以外の製品において試作を重ねて
いる段階であるが，この点については別稿とす
る。

本論で用いた，平面充填形を構成する線分を
線分合図形として抜き出して扱う手法を，今後
はペンローズタイルなどその他の平面充填形の
分析，さらに正多面体による空間充填形の分析
においても活用し，研究を進める。
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